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1 Introduction

1.1 Problématique

Aujourd’hui, de nombreux problémes physiques nécessitent la reconstruction des parametres
d’un signal sinusoidal a partir de données échantillonnées. Ces données sont généralement brui-
tées, ce qui complique cette reconstruction.

Lorsque ces parametres sont des fréquences, une méthode simple pour la reconstruction
semble étre la Transformée de Fourier Discrete (TFD). En effet, celle-ci calcule un spectre
discret du signal, nous permettant d’avoir acces a une estimation des différentes fréquences qui
le composent.

Cependant, cette méthode de résolution possede de nombreux défauts. Tout d’abord, elle
se révele peu précise si deux fréquences sont proches puisque que ces dernieres peuvent se re-
trouver confondues sur le spectre. De plus, le spectre obtenu est discrétisé ce qui approxime
les fréquences calculées. Ainsi, pour un signal d’entrée de taille N, le pas du spectre obtenu
par TFD étant dw = %, la précision maximale sur les fréquences sera de 'ordre de %“’ et cela
méme sans bruit ajouté.

Par exemple, pour N = 256, on construit le signal suivant constitué de 3 pulsations :
3 .
Vn=1...N, signal(n)=>_ ape"™" (1)
k=1

avec wy = 0.7, wy = 1.5, wg = 2.1 et a1 = as = az = 1. Dans cet exemple, on prend un signal
relativement simple : il n’est constitué que de 3 pulsations bien séparées, les amplitudes sont
toutes égales a 1, et aucun bruit n’est ajouté. En appliquant la méthode de résolution par TFD,
on obtient alors :

wy = 2.1107576, we = 1.4971652, w3 = 0.7117671

On voit ainsi que la TFD ne peut pas fournir des résultats précis, et face a cette probléma-
tique, de nombreux algorithmes d’estimation spectrales ont vu le jour.

Ce rapport présente, en détail, la plupart de ces méthodes alternatives et en compare les
résultats.

1.2 Algorithmes d’estimation spectrales

Les algorithmes d’estimation spectrale se scindent en deux familles avec d'un coté les mé-

thodes dites paramétriques, initiées par Prony en 1795 dans son essai ( , ), et de
I’'autre les méthodes dites non paramétriques, initiées par Legendre en 1805 avec I'introduction
des moindres carrés non linéaires pour la détection de cometes ( ; ). La méthode

de Prony possede de multiples défauts numériques et statistiques : elle fournit une estima-
tion biaisée des fréquences, et la covariance des fréquences s’écarte grandement de la borne de
Cramér-Rao de plusieurs ordres de magnitude. De plus les estimations sont tres sensibles aux
erreurs d’arrondis, méme pour un faible nombre d’exponentielles. De nombreuses variantes de
la méthodes de Prony ont été développées, sans toutefois parvenir a régler simultanément tous
ces problemes sans recourir a un grand nombre de calculs cotiteux. Inversement, la formulation
par moindre carrés non linéaire possede de bonnes propriétés statistiques et numériques, mais
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demande des itérations cotiteuses. Dans les deux cas, qui font ’objet d’une partie distincte, le
probléme consiste a déterminer les fréquences wy, € [0, 27| et les amplitudes dj, € C d’un signal

x(t) = ’; dye?wt, (2)

a partir de mesures bruitées de ce dernier. On suppose dans toute la suite que N échantillons
sont prélevés sur une grille réguliere t; = di, et que le signal est perturbé par un bruit gaussien
€; -
K
Y = Z e’ + ¢, 0<i<N (3)
k=1
ol ¢ a été absorbé dans les fréquences. En I'absence de bruit, le théoreme de Carathéodory
assure qu’une telle décomposition existe et est unique. Si on consideére les wy comme étant des
racines N-iéme de l'unité 27£ . alors les amplitudes dj, sont données par la transformée de

N?
Fourier discrete des y; : d = Fry.

2 Meéthodes d’estimation spectrale via les don-
nées directes

2.1 Meéthode de Prony

La premiere méthode de reconstruction, publiée par Prony, se base sur un polynéme annula-
teur des coefficients exponentiels e/“** du signal y;, (0 < i < N). Par la suite on note (zp)g=1..x
ces coefficients exponentiels.

La premiere méthode de reconstruction des amplitudes et fréquences d'un signal, publiée
par Prony, se base sur la convolution des données d’entrée avec un filtre particulier. On étudiera
ci-apres des données d’entrée non-bruitées, soit :

K
yi= > de 7, 0<i< N (4)
k=1

Par la suite on note (zx)r—1..x les composantes exponentielles des données :

(zk)pe1 i = €7 (5)

On utilise maintenant un polynéme annulateur des (Zj)g=1..x pour construire le filtre suivant
(on note hy, les coefficients de ce polynome) :

H(z) = [1(= = =) (6)

K
=3 h2" (7)
En réalisant la convolution de ce filtre avec les données on obtient :

K
yix H =" yi_ihy (8)
1=0
K K '
Z hl(z de]Z;l)
k=1

1=0 =

= ]; dkz;i(lZ hiz,') (9)
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On remarque alors que :

K
Zhlz,;l = H(?k)

=0

=0

Ainsi en remplagant dans I’équation (8) on obtient, Vi € [1, N] :

ie,
K
Y yithi =0 (11)
1=0

On peut transformer cette équation pour obtenir un modele auto régressif sur les données
en normalisant le polynome obtenu par hg. En effet, on peut supposer sans perte de généralité
que hy # 0 car dans le cas contraire on peut alors se ramener a un cas d’étude similaire avec
K' = K — 1, une des composantes recherchées étant alors la valeur nulle (wy = 0,d; = 0).

En normalisant le polynéme on obtient alors :

K
> yihy+yi =0
=1

K
= Y yiah = -y (12)

=1
! __ hl
Avec by = 3t

On obtient alors un systeme de N — K équations, qu’on peut représenter par le systéme
matriciel suivant :

Yk Yk-1 W1 R YK 11
Uk Yg - Yy h YUk
T A . (13)
YN—-1 Yn-2 - YN-K h’K YN

Une résolution de ce systeme nous permet alors de trouver les coefficients hj, 1 <[ < K.
On sait par ailleurs que h{ = 1 d’apres la normalisation effectuée plus haut. Le polynéme H(z)
normalisé est alors :

K

H(z) =) 2" (14)

k=0
Ses racines correspondent alors aux (Zx)r=1..x, comme posé en équation (6) et on obtient
alors les fréquences recherchées par :

wy, = arg(zy)
=—arg(zr), 0<k<K (15)

Ainsi, la méthode de Prony se résume a :
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Construction des matrices composant le systéme matriciel présenté en équation (13).
Résolution de ce systeme pour obtenir les coefficients h; du polyndéme annulateur des fréquences.
Calcul des racines «; de ce polynome.

Les fréquences recherchées sont les opposées des arguments de ces racines.

2.2 Méthode de Rahman et Yu (TLS—Prony)

Cette méthode prend en compte le bruit dans le vecteur y et pas uniquement dans la matrice.
Ainsi, TLS—Prony est rendue plus robuste au bruit par une technique différente d’obtention des
coefficients du polynéme (6) H(z). On ne vas pas chercher a obtenir le systéme matriciel (13)
a partir du modele auto-régressif, mais partir de I’équation (11) :

K
Zyi_lhl =0 (16)
=0

On T'utilise alors pour former le systéeme matriciel suivant :
Yk+1 0 Y1 ho 0
Yn 0 YN-K h 0

Ce systeme est alors résolvable en recherchant le noyau (vecteur propre associé a la valeur
propre 0) de la matrice T}, :

yK+1 “ e yl
Tp=| + . (18)
Yn - YN-K
La fin de la résolution est ensuite semblable a celle de la méthode de Prony avec ’étude du
polynéme H(z).
Ainsi, la méthode de Prony—TLS se résume a :

Construction de la matrice T}.

Recherche du noyau de cette matrice (les K valeurs propres les plus faibles).
Construction du polynéme annulateur (16).

Calcul des racines a; de ce polynome.

Les fréquences recherchées sont les opposés des arguments de ces racines.

2.3 Meéthode de Matrix Pencil

La méthode de Matrix Pencil repose sur une décomposition matricielle astucieuse du signal.
La forme du signal telle qu’exposée pour la méthode de Prony reste la suivante :

K
k=1

On pose ensuite les matrices de Hankel suivantes, ou p est appelé Paramétre de Pencil (Il est
recommandé de prendre % <p< %) :
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Yo hn T Yp-1
x ...
v,=| ” ’ o (20)
YN—(p+1) YN—p " YN-2
Y1 Y2 o Yp
m DR
Y, = Y2 3 yp'+1 (21)
YN—p YN—(p-1) "~ YN-1
On peut alors décomposer ces matrices de la maniere suivante :
Y, =7ZHZ,
Y, =7Z,HZZ,
Avec :
1 1 1
Z Z DY Z
7, = § L N (23)
{prfl é\/fpfl ZKfpfl
1 2z 21
1 25 ... P71
ZT‘ = . ’ . 2. (24)
1 2k 2t
H= di(lg(dl,...,d[() (25)
Z = diag(z, ..., 2K) (26)
On remarque alors que, VA € R :
Y, - \Y,=ZH(Z - \,)Z, (27)
La valeur A est alors une valeur propre généralisée de la paire de matrices (Y1, Yq) ssi
Y1V = /\Y()V (28)
< (Y1 — )\YO)V =0 (29)
<= la valeur )\ diminue le rang de la matrice Z — 1, (30)
<~ A=z, 0<i<N (31)

Ainsi, trouver les z; se réduit donc a trouver ces valeurs propres généralisées. Pour cela, on
se réduit a un calcul usuel de valeurs propres en prémultipliant 1’équation (29) par la pseudo-
inverse de Y :

Yf(Yl - ZiYO)V =0 (32)
— Y Y v—-2YYwv=0 (33)
<V — Z,‘YTYov =0 (34)
— Y/ Yyv=v (35)

1
— Y Yjv=—v (36)

Zi
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Le calcul de Y{ peut étre effectué a I'aide d'une décomposition en valeurs singulieres :

Y, =USV* = Y/ =VStUu*

Travaillant sur des données Y; bruitées, on peut réduire I'impact du bruit sur le calcul des
fréquences en ne considérant que les K plus grandes valeurs propres issues de la décomposition
en valeurs singulieres. En effet, dans le cas d’un signal non bruité, la matrice Y; contient alors
exactement K valeurs singulieres non nulles. Ainsi on fera les calculs précédents avec Y tel
que :

Y, = UxgSk.x Vi (37)

— Y = VSt Uk (38)

Ou la matrice Sk,x désigne la matrice extraite de S ne contenant que les K plus grandes
valeurs singulieres (les autres étant dues au bruit et inférieures & un e donné). De méme les

matrices Ui et Vi ne contiennent alors que les K vecteurs propres dominants associés aux K
plus grandes valeurs propres.

En trouvant les valeurs propres )\, associées a la matrice Y'Y, on obtient alors fréquences
recherchées, Vi € [1, K] :

N = — 39
=2 (39
1

Ainsi, la méthode de Matrix Pencil se résume a :

Construction des matrices Yy et Y.

Effectuer une décomposition en valeurs singulieres de Y; en ne gardant que les K valeurs
propres dominantes.

Calcul de I'inverse de Penrose Y de Y, a l'aide de la décomposition précédente.

Recherche des valeurs propres A, de la matrice Y{ Y.

Les fréquences recherchées sont les z; = %

7

3 Meéthodes d’estimation spectrale a partir de
la fonction d’autocorrélation

3.1 Méthode de Yule—Walker

La premiere modification notoire de la méthode de Prony fut développée dans le papier
( , ) suivi de ( , ), qui fut motivé par la recherche de période dans le
nombre de taches solaires. Leur méthode est en tout point similaire a celle de Prony, a ceci
pres qu’ils calculent un modele autorégressif a partir des mesures d’autocorrélations et non des
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mesures directes ;.

Le point de départ de la méthode de Yule-Walker est le produit de convolution de Prony.
Etant donné un signal (x,,),—0.n_1, On a :

K
> hjtm; =0, ¥Ym=K...N-1 (41)

On peut supposer hy # 0. En effet, dans le cas contraire, on voit que 0 est racine évidente du
polynoéme formé par les hyg, et donc on peut prendre un rang K inférieur pour ne pas avoir
d’exponentielle complexe d’amplitude nulle. Ainsi, en divisant le tout par hg, on obtient le
modele autorégressif suivant :

K ,
Vm=K..N—=1 zp,=-> Qjtmj, o= (42)

o . A K ; .

En convenant ap = 1, on remarque que les racines du polynome >>;" ;27 sont toujours les

(Z ) k=1.. ik définis précédemment. Il nous suffit alors de trouver les («;);=1. x pour retrouver les
différentes phases du signal.

A partir du modele précédent, on construit un probléme de minimisation de la maniere

suivante : ,

N-1 K
p= lirrhinf Z T, + Z [ (43)
n=K k=1

2
Or, l'application a — Zfl\f:—}( ‘:En + Zéil aka:n_k’ est différentiable en tout point de C¥, et

2
pour tout £k = 1... K, on a Z,]Z]:}l( ‘wn + Zszl akxn,k‘ — 400, on en déduit alors que le

oj—>+00
0
minimum est atteint lorsque —— D0 9 _ =0, k=1...K.
Qy,
Commencons par développer cette somme :
N-1 K 2 Na K K
Z Ty + Z QpTp—j| = Ty + Z QjTp_j Ty + Z O Tn—1
n=K j=1 n=K j=1 =1

N-1 K N-1 N—1
=D |zl + ) |o (Z xn_jxn) T (Z xn—ai’fn)
j=1 n=K n=K

n=K
K N-1
+ZZO‘JO‘I (Z Tn—iTn l)
j=1l=1 n=K

Notons r,,(j, 1) = Zfzv AT, iZn—1, '’équation de minimisation se réécrit alors

Jj=11=1

K K K
p= limainf (rm (0,0) + Z (ozjrm 7, 0) +a5744(0, j ) + Zz%azrm J,l ) (44)
7=1

Pour le calcul du minimum, on va regarder pour tout £k = 1... K a quelle condition la dérivée
partielle s’annule. a4, étant complexe, on va d’abord procéder a la dérivée partielle par rapport
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a la partie réelle de oy, :

a K K
o _ Tuw(k, 0) 4+ 100 (0, k) + > aree (k1) + ) ajrea (4, k) + (ar + o) rea (K, k)
0 Re{ay} =1 j=1
I#k J#k
K K
- Tzz(ka 0) + Tzz(07 k) + ZW[T@;CUQ', l) + Z Oéjrwm<j7 k)
=1 j=1
Or,
Tex ]7 an ]xn = an 1Tn—j —-j = Ta:x(l j) (45)
On obtient donc
L—2 Re{r..(0,k)} + Re ia-r (7, k)
aRe{ak} — zx\Yy = gl xx I

De la méme maniere avec la partie imaginaire :

1 0p

K K
;m = 70:1::):(07 k) — rm((),k) + Zﬁlrxa: k l Z:lajrxx j’

=1
= —2¢ [Im{r,.(0,k)} + Im {Z Tee (], b }

Ainsi, en utilisant les deux résultats précédents :

dp
o = 0 (46)
9 Op_ _
N ORe{ay} 0 e OIm{ay} 0 (47)
K
— sz(oa k) + Z ajrzx(j7 k) = 0 (48)
j=1

Ceci étant vrai pour tout £ =1... K, le minimum vérifie le systeme :

ree(1,1)  ree(2,1) -0 1 (K1) oy r22(0,1)
Teo(1, 2 Tex(2,2) o Top(K,2 o T20(0, 2

12) 722 o k) || || o o
Tox(L, K) 1.2, K) -+ 15(K, K) oK 722(0, K)

La matrice obtenue est hermitienne, et avec une simple inversion matricielle, on obtient
les coefficients (a;)i=o..x, toujours en convenant ap = 0. En calculant les racines du polynome
formé par ces coefficients, on trouve alors (zﬁ)lzl K, et donc pour tout i =1... K, w; = argz;.

Ainsi, I'algorithme de Yule-Walker comprend les étapes suivantes :
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Construction de la matrice de Yule-Walker a partir des données.

Calcule ces coefficients {ay }x=1. x & partir du systéme matriciel.

Calcule des racines du polynome formé par {aj}r=1..x, on obtient alors les exponentielles
complexes {e™*}_1 k.

3.2 Meéthode de Pisarenko

3.2.1 Principe de la méthode

La méthode de Pisarenko, inventée par V.F Pisarenko en 1973, repose sur une idée assez
simple : Il s’agit de filtrer le bruit de notre signal avant d’en extraire les fréquences. Pour cela,
cette méthode utilise la matrice d’autocorrélation du signal.

Soit (x[n])n—o.n+1 un signal échantillonné. Sa matrice d’autocorrélation est défini de la maniere
suivante :

def . .
(Ry)ij = ra(i =)
ro E(x[n)at[n — k)
Avec E D'espérance mathématique et "*' la transposée hermitienne (transposée conjuguée).

Supposons maintenant que nous disposons d’un signal mono fréquentiel perturbé par un bruit
gaussien :

z[n] = Aje?1" + Z[n|
On peut alors réécrire nos coefficients r, de la maniere suivante :
_ jwik 2
ro[k] = |A1]e?"* + 0§ dk0

En effet :

def

re[k] = E(z[n]z"[n — k)
E(|A;|e7* 4+ Z[n]) x E(|Ay|e 710 4 Z[n — k])
E(|A1|2ej“’1k) + ]E(Z[n]|A1\e’jw1("*k)) +E(Z[n — K]|AL|e”™) + E(Z[n]Z[n — K])

Le bruit et notre signal étant décorrélés, le deuxieéme et le troisieme terme de notre somme sont
nuls. De plus, par définition d’un bruit gaussien (bruit dont les réalisations sont décorrélées), le
quatriéme terme est non nul si et seulement si n — k =n < k =0 et il vaut o2, I'espérance du
bruit. L’expression correspondant au premier terme, |A;|[2e7“1* étant déterministe, on obtient :

_ 2 jwik | -2
ri[k] = |A1]7e7"" + 0§k
Comme (R;);; = r.(i — j), on peut réécrire notre relation sous forme matricielle :
2 2 _jwy(i—j
Ra: = Rsignal + UOI avec (Rsignal)ij - |A1| e’ 1)

= |AiPerel + 021 avec e = (1,e0r, %W M -DiwnyT

Avec M le nombre d’échantillons de notre signal. En effet, pour les coefficients de la matrice
d’autocorrélation, k = i —j. Donc k = 0 < i = j d’oul le terme 021 avec I la matrice identité. Tl
est alors facile de généraliser ce raisonnement avec un signal composé de K fréquences, K > 1 :

K
Tz [n] = Z |Ak|2€jwkn —|— (Sn’()O'(Z) (50)
k=1
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De méme, on peut réécrire cette équation sous forme matricielle :

K
Rsignal - Z |Ak|2ekez + USI (51)
k=1
avec
er = (1,0 Xk eM=DjwiyT (52)

Avec M le nombre d’échantillons de notre signal. L’idée de Pisarenko fut alors de réduire la
dimension de notre matrice d’autocorrélation en prenant M = K + 1 (M n’est donc plus for-
cément égal & notre nombre d’échantillons) avec K le nombre de fréquence de notre signal. K
correspond alors a la dimension de 1’espace propre de notre signal et 1 a celle de I’espace propre
du bruit.

D’apres le théoreme de Carathéodory, notre matrice d’autocorrélation admet une unique va-
leur propre associée au bruit (la présence de bruit augmente de 1 la dimension de la matrice
d’autocorrélation et fait donc apparaitre une valeur propre supplémentaire.). Notons la A, et
notons u,, un vecteur propre associé.

Toujours d’apres le théoreme de Caratheodory, on a la propriété suivante :

Up L Usigna < Le vecteur propre du bruit annule les composantes du signal

On retrouve ainsi le filtre annulateur de la méthode de Prony :

K
Un(Z) _ Z un[k]z_k Annule coglposantes HkK:1(1 o ejwkz_l) (53)
k=0

Il nous reste donc a trouver le vecteur propre associé au bruit. Pour cela, il suffit de remarquer
que 'on peut réécrire notre matrice d’autocorrélation sous la forme suivante :

R, = EAE" + ool (54)

Avec :
E = (ey, e, ...61) (55)

De dimension M x K (on compléte avec le vecteur propre associé au bruit pour avoir une
dimension M x M).
Et :

A = diag(|A,*, ... |Ax|”,0) De dimension M x M (56)

Ainsi, la valeur propre associée au bruit est nulle. On recherchera donc la valeur propre minimale
de notre matrice (dans le cas expérimental, on aura rarement la valeur propre associée au bruit
exactement égale a 0). Puis on formera le polynéme annulateur avec le vecteur propre associé.
Les fréquences seront alors les arguments des racines de ce polynome.

3.2.2 Mise en ceuvre

Dans les cas réels, nous ne possédons qu’une « réalisation » de notre signal. Nous considérons
donc a la place la matrice d’autocorrélation la matrice suivante (( ) , Chap.

2)) : A

R = {#(p — @) }o<pgm » (57)
en prenant m = K le nombre d’exponentielles de notre signal, donc R de taille M = 2K +1,
avec :

70 =37 2wt =0~ Ely(y' (¢~ 0) = (). (58)
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On a ainsi une formule explicite de notre estimateur de la matrice de covariance. Cependant,
ce dernier étant biaisé, on préférera utiliser ’estimateur suivant :

A0 = 3p=g & Y1), (59)

les indices négatifs étant donnés par #(—/) = 7#*(¢).
Ainsi, on pourra utiliser I'algorithme suivant :

Calcul d’une estimation de la matrice de corrélation Ryy d’ordre K + 1 a partir des données.
Recherche du vecteur propre vg . correspondant a la plus petite valeur propre.

Recherche des racines du polynéome formé a partir de vg 1.

Estimation des puissances des exponentielles a partir des racines.

3.3 Meéthode Root-MUSIC

La méthode MUSIC (pour Multiple Signal Classification) est une généralisation de la mé-
thode de Pisarenko : On ne considére pas seulement un seul sous-espace du bruit mais ’ensemble
de ces derniers.

Ainsi, notre matrice de corrélation a une dimension maximum de N x N (avec N la taille
de notre signal) et 'on considérera les N — p plus petites valeurs propres (avec p, nombre d’ex-
ponentielles de notre signal).

On recherche alors les racines de chacun des polyndémes associés aux N — p plus petites
valeurs propres. Comme ces polynomes sont de degré supérieur a p, il faut en extraire les p plus
petites racines (en module). En moyennant ces p racines pour tous les polynémes, on obtient
une méthode plus robuste face au bruit que la méthode de Pisarenko.

3.4 Meéthode ESPRIT

On consideére en entrée le signal échantillonné bruité suivant :

y(n) =x(n) +b(n) =Y dee ™" +b(n) ¥Yn=0,...,N—1 (60)

k=1

Avec K le nombre d’exponentielles complexes qui composent notre signal et b(n) un bruit blanc
de variance o2

De la méme maniere que Pisarenko et Music, on considere la matrice d’autocorrélation
d’ordre N :

7yy(0) ryy(=1) o (=N 4+ 1)
Ré\; _ Tyy:(l) ryy:(o) . 70yy<_]:\[ +2) (61)
ryy(N = 1) 1y (N =2) ... Tyy(0)

Avec 1y, la fonction de corrélation définit par r,,(m) = Ely*(n)y(n + m)].
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En supposant que le bruit est blanc et indépendant du signal, on a :

ryy(m) = Ely™(

= Elz"(n)z(n + m)] + E[z"(n)b(n + m)] + E[b"(n)x(n + m)] + E[b"(n)b(n + m)]
= 72z(m) + E[z* (n)|E[b(n + m)] + E[b" (n)|E[z(n + m)] + 0?5(m)
Tzw(m)

Développons 'expression 7,,(m) :
rea(m) = Ely"(n)y(n +m)]

K K
—E Z Z d d 6zwkn —zwl(n+m):|

==

—_

- F Zefzwlm (Z d;;dlez(wkwl)n)

=1 k=1

e WImE

=

K .
Z dZdlez(wk—wl)n

k=1

~

1

K
Ze wym Hd H2+dedl zwk wy)n ]
=1 i

~

Il nous reste alors & montrer que E[e!+~%)"] = 0, pour tout k # [ :

) 1 N—-1
E[ez(wk—wz)n] — lim Z et (wr—wi)n

N—+oco N

1 1_ i(wp—w)N
= lim ————F—— k#l

N—}oo N 1 — eilwr—wi)

Et
2

< -
= N1 = eftona]

11— eflwr—w)N
N 1 — eilwr—w)

On en déduit E[e!®+=)n) = 0,k # I, et donc 1y, (m) = Sie, ||di||>e~ "™ + 025(m). On
peut donc écrire :

R} =R}, + R} = Z |di||*sks} + o*1 (62)
k=1
avec s = (1,e7 ™k e7@2wk emiNw)T g, est appelé vecteur signal.

Ainsi, la matrice de corrélation s’écrit comme la somme d’une matrice "signal" et la somme
d’une matrice "bruit". La matrice signal est de rang K, on peut alors la décomposer en vecteurs
et valeurs propres :

N K
Rivz = Z /\k’l)k’U]: = Z )\kvkvz (63)
k= =

avec Ay > Ao > ... 2>\, >0,et Ve =K +1...N, X; = 0. Les vecteurs v constituent une
base orthonormée, et on peut montrer que les vecteurs v, ...vx engendrent le méme espace



3. Meéthodes d’estimation spectrale a partir de la fonction d’autocorrélation 14

que les vecteurs signaux s ...sg. Quant aux vecteurs vy ... vy, ils engendrent le sous-espace
bruit.

On a :
N _pN | 2

R, =R, +0°71 (64)

K N
=Y Npvy + 02> vy (65)

k=1 k=1

K N
Z (Ae + D)oo + 0% > v (66)
k=1 k=K+1

Une propriété importante est que les vecteurs signaux engendrent le méme espace que les
vecteurs propres principaux de la matrice de corrélation, et ils sont orthogonaux aux vecteurs
du sous-espace bruit :

N
si| Do arvp | =0 (67)

k=K+1
D’apres les équations précédentes, on a :

K
R} = (A + o) vpv) + 0 Z vy, (68)
k=1 k=K+1
= VAV* + GZG* (69)
ou V = [vy,...,vk] désigne la matrice des vecteurs propres du sous-espace signal. De méme
avec la base des vecteurs signaux, on obtient :
N _ * 2

R,, = SIIS* + o071 (70)

avec S = [sy,...,sk| et II = diag(||d,]?, ..., ||dk|*).

On définit a présent S; et S, de la maniere suivante :

1 1 1

e~ e w2 o e—iw -
S | o Wi é( >é<81> (71)
: : .. : Sy —

e—i(N—l)wl e—i(N—l)wg

On voit alors le lien de rotation entre S; et S,. On définit @ qui peut étre vu comme un
opérateur de rotation :

SQ = 81¢ = Sl (72)

—tw
e K

De la méme maniere, on décompose V :

() (%)

On va montrer qu'une relation existe aussi entre Vi et Vy :
RV =VA ) (74)

= SIIS*V + ¢’V = VA (75)

= SISV = V(A — o) (76)

= V=SC (77)

(78)
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avec C = IIS*V (X — o2I)~L. Ainsi, avec I'équation précédente on a :

V, =8S,C (79)
=S,9C (80)
=V,C'®C (81)
=V, ¥ (82)

(83)

Les matrice V; et Vy sont donc reliées par la relation précédente avec ¥ = C~'®C. On
voit alors que ® et W sont similaires, c’est-a-dire qu’elles partagent les mémes valeurs propres.
Or, la matrice @ est la matrice diagonale d’éléments diagonaux les e, Un calcul des valeurs
propres de W nous permet alors de récupérer les différentes pulsations qui composent notre
signal.

En pratique, la matrice de corrélation est estimée, on obtient alors seulement des estimées
V; et Vy. On résout alors au sens des moindres carrés le systeme suivant :

Vy, =V, ¥ (84)

La méthode Esprit se résume aux étapes suivantes :

Estimation de la matrice f{yy a partir de données bruitées.

Décomposition en vecteurs propres et formation du sous espace signal V = [§y, - - - , ¥g].
Formation de \71, V, et résolution de Vo = V,W.

Recherche des valeurs propres {e~™1},_; f de v

4 Comparaison des méthodes

4.1 Borne de Cramer-Rao

Lors de ’analyse de notre signal, la borne de Cramer-Rao nous fournit une borne inférieure
sur I'erreur commise lors de I'extraction des fréquences.
Le signal que nous recevons est le suivant :

J=y+g=f(®) +g

Avec @ le vecteur composé des vraies fréquences de notre signal et g un vecteur de bruit
gaussien suivant la lois normale N(u,0?). Pour un vecteur, 'expression de cette lois est la
suivante :

P(g — Z) d—ef %ef(zfu)*z_l(zfﬂ) d:ef %6_%“&'%

O any/det(D) 7y /det()

Avec ¥ la matrice de covariance de notre vecteur. On peut alors calculer la fonction de
vraisemblance L(w).

L(w) € P(§lw) = P(§|f(w)) = P(g = § — f(w)) = #meféngfﬂw)n;
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On cherche & calculer I'information de Fisher I(w) = Zin(L(w)). Pour cela, nous devons

calculer la différentielle de 1'espression suivante : ||g — f(w)||%.
Posons alors H = 1||.||z o (f(w) —§) = N o fi.

(DH)(K) = 5 (DN) .00 (Df2)o(K)

=< f(w) = G, (Dfi)u(k) >=
On note F(w) la matrice jacobienne de f en w. En utilisant les deux propriétés suivantes :
Ve,y, <z,y>s=z3 ly= (Zé*w) (Eéy) —< g, By >y (85)
<Az, y >r=x'A'y =< x,A'y > (86)
On en déduit :

(DH),(k) =2 < 72" (f(w) — §), B2 F(w)k >y
=2 < (B2 F(W) (Z77)(f(w) — §). k >y

Ainsi, par définition de la différentielle, le premier terme de notre produit scalaire correspond
au gradient de H. On peut alors calculer I'information de Fischer :

I(w)=E

—

VH x VH)

w)'STFETFE((f(w) — §)(f(w) — §))E T F(w)
W) TEE T R (W)

W) F(w)
)

On peut alors calculer notre borne de Cramer-Rao qui est égale a I(w)~!. Ainsi, on a
I'inégalité suivante (inégalité coefficients a coefficients) :

E((w - @)(w—-@)) = I(w)™!

Avec w notre vecteur des fréquences exactes et @ notre vecteur des fréquences calculées.
Cependant, seules les différences entre w; et @; nous intéressent (on ne considére pas les diffé-
rences croisées qui n’ont pas de sens physique). Ainsi, pour obtenir notre borne, on considérera
la trace de I(w)™! qui correspond & la somme des erreurs sur chacune des fréquences.

4.2 Méthodologie

Afin de comparer les différentes méthodes entre elles, nous utilisons la borne de Cramer-Rao
tracée en fonction du SNR. Le SNR (Signal to Noise Ratio) permet de quantifier la quantité de
bruit présente dans notre signal. Plus ce dernier est élevé, plus la part du signal réel au sein du
signal bruité est importante. Le SNR est donc inversement proportionnel au niveau de bruit de
notre signal.

Comme nous 'avons vu précédemment, la borne de Cramer-Rao permet de quantifier 1’er-
reur minimale que I'on peut atteindre sur les fréquences. Cette derniére dépendant de la matrice
de covariance du bruit, il est possible de la tracer en fonction du SNR. Ainsi, pour chaque niveau
de SNR, nous tragons notre borne de Cramer-Rao et ’erreur de chaque méthode moyennée sur



4. Comparaison des méthodes 17

20 itérations.

Ainsi, pour tester I'efficacité de nos méthodes, nous avons tracé I'erreur obtenue en fonction
du SNR du signal en nous placant dans différents cas (espacement des fréquences différent,
amplitudes relatives des fréquences différentes,...).Pour nos tests, nous avons modélisé le bruit
par un bruit gaussien s’ajoutant a notre vecteur de base de la maniere suivante :

Signal Bruité = Signal + EcartTypeBruit* x randn(1, N)

L’ecart type du bruit désiré étant obtenu pour chaque valeur de SNR par la formule suivante :

EcartTypeBruit = Amplitudedignal

10 20

4.2.1 Retour sur 'utilisation de la FFT

Dans un premier temps nous avons étudié les résultats obtenus par transformée de Fourier
discrete (FFT). Cela nous a permis de prendre conscience de I'importance de s’affranchir de la
grille de discrétisation.

Ainsi, on peut observer sur la figure suivante que pour un signal composé d’une unique
fréquence (wy = 1.5, a3 = 1.0), 'erreur effectuée par la FFT est constante quel que soit le SNR
considéré. Cela montre alors que 'on commet bien une erreur due a la discrétisation de notre
espace des fréquences. De plus, sa constance indique que, bien que le bruit puisse étre élevé
(faibles SNR), l'erreur due a la discrétisation est toujours 'erreur prédominante (on reste sur
la méme valeur de la grille de discrétisation) :

FFT

Prony
S PronyTLS
\ YuleWalker
\\\ —— Pisarenko
= Music
\\\ Esprit

L \\\ MatrixPencil
\ ------ Cramer Rao

Le résultat est identique avec plusieurs fréquences (w = {0.5;3.05;2.0} d’amplitude A =
{1.0;1.0;1.0}), hormis un saut visible, ce dernier étant di au changement d’une valeur de
discrétisation vers une autre pour une des fréquences :

4.2.2 Espacement des fréquences

Dans un premier temps nous avons testé le signal composé des fréquences w = {1.0;2.0; 3.0}
d’amplitude A = {1.0;1.0;1.0}.
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Prany

— PronyTLS
YuleWalker
— Pisarenko
Music

Esprit
MatrixPencil

"""" Cramer Rao

On remarque que méme avec un signal sans fréquences proches et d’amplitudes égales, les
méthodes ont déja des performances tres différentes. Ainsi, Matrix-Pencil est bien plus proche
de la borne théorique de Cramer-Rao que les autres méthodes. En outre, Esprit et Root-Music
semblent étre un peu meilleures méme si Root-Music, implémentée au sein de Matlab, n’est pas
trés précise sur des signaux peu bruité (SNR grand).

Par la suite, nous avons testé le signal composé des fréquences w = {1.0;1.0; 1.2} d’amplitude
A = {1.0;1.0;1.0}.

Prany

— PronyTLS
YuleWalker
— Pisarenko
Music

Esprit
MatrixPencil
"""" Cramer Rao

Avec des fréquences moins espacées, on observe une baisse des performances pour toutes les
méthodes. Néanmoins, La méthode Matrix-Pencil est de nouveau bien supérieure aux autres.
La méthode Root-Music de Matlab est encore entachée d’une erreur significative pour les si-
gnaux peu bruités.

Par la suite, nous avons testé le signal composé des fréquences w = {1.09;1.1;1.11} d’am-
plitude A = {1.0;1.0;1.0}.
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Prony

B | —— PronyTLS
YuleWalker
| |— Pisarenko
Music
Esprit
120 MatrixPencil
"""" Cramer Rao

0 10 20 30 40 50 60 70 80

La baisse des performances est ici encore plus visible (on s’éloigne encore plus de la borne de
Cramer-Rao). Seule la méthode Matrix-Pencil parvient de nouveau a se démarquer des autres
méthodes.

Enfin, nous avons testé le signal composé des fréquences w = {1.100;1.101;1.102} d’ampli-
tude A = {1.0;1.0;1.0}.

1r
e == —~ —=
0. = gy,
4k
2
aFf
4t
Prony
PronyTLS
ST YuleWalker
— Pisarenko
6 Music
— Esprit
7t MatrixPencil
"""" Cramer Rao

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Avec un tel niveau de rapprochement des fréquences, aucune des méthodes proposées ne
fournit un résultats exploitable. On en conclut que l’espacement des fréquences influence de
maniere significative la précision de nos résultats.

4.2.3 Amplitudes relatives

Dans un premier temps nous avons testé le signal composé des fréquences w = {1.0;2.0}
d’amplitude A = {10;0.1}.
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Prany

— PronyTLS
YuleWalker
— Pisarenko
Music

Esprit
MatrixPencil
"""" Cramer Rao

2+

D’apres nos résultats, la méthode Matrix-Pencil est de nouveau la méthode la plus précise.
En outre, on remarque que pour des signaux peu bruités, les méthodes Music et Esprit sont un
peu plus précises que les autres (Excepté Matrix-Pencil).Néanmoins, Les amplitudes relatives
des fréquences semblent peu influencer la précision des résultats.

4.2.4 Nombre de fréquences

Pour ces tests, nous avons testé nos méthodes avec des signaux de la forme w = {0.2;0.4;0.6; 0.8; 1.0; ...
avec toutes ces fréquences d’amplitude 1.0.

——Prony
~PronyTLS 0

YuleWalker
—— Pisarenko
Music 2
Esprit
MatrizPencil
-~ Cramer Rao “

—Prony.

PronyTLS
YuleWalker
-10 A0t [~ Pisarenko
Music
Esprit
-12 - 12 MalrixPencil
- Cramer Rao

5 fréquences 10 fréquences

: TR

15 fréquences

D’apres ces courbes, le nombre de fréquences influence grandement la précision de nos résul-
tats. En effet, 'erreur croit rapidement avec le nombre de fréquences. Matrix-Pencil est encore
une fois la méthode la plus performante. Cependant, contrairement aux résultats précédents,
Root-Music semble plus performantes que nos méthodes (sauf Matrix-Pencil) lorsque le nombre
de fréquence augmente.
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On remarquera que le comportement de Pisarenko est instable : Au dela de 10 fréquences, les
résultats deviennent inexploitables. En effet, cette méthode calculant par deux fois les valeurs
propres d’une matrice, elle est tres sensible a I'augmentation du nombre de calculs (directe-
ment lié & 'augmentation du nombre de fréquences) qui induit de grandes erreurs dues aux
approximations numériques.

4.2.5 Localisation des fréquences

2 2

w={0.01;0.1} w = {3.12;3.14}

16
0 10 20 30 40 50 60 70 80

w = {0.01;3.14}

D’apres nos résultats, la localisation des fréquences influence grandement la précisions ob-
tenues sur les fréquences. Effectivement, pour des fréquences localisées proches de 7, 'erreur
commise est assez grande et ce sont les méthodes Matrix-Pencil, Music et Esprit qui sont les
plus performantes. Pour des fréquences localisées en zéro, nous n’observons pas d’écart de per-
formance par rapport a un cas classique.

Enfin, on remarquera que lorsque les fréquences du signal sont localisées en 0 et en 7, toutes les
méthodes ont le méme comportement (méme si on retrouve l'erreur commise par Root-Music
pour les signaux peu bruités).

4.2.6 Nombre d’échantillons du signal d’entrée

Lors de nos différents essais nous avons vu que le taille de I’échantillonnage d’entrée était un
parametre important dans la comparaison des méthodes. En effet, pour les mémes fréquences
w = {2.33;0.55;2.9; 1.4567} et amplitudes A = {1.0;2.0;0.33;2.5}, voici ce que nous obtenons
pour N = 15 puis N = 255 :
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N =255

Ainsi, Matrix-Pencil semble étre la méthode la plus impactée par un faible nombre d’échan-
tillons présents dans le signal d’entrée. Les autres méthodes semblant peu touchées par ce
changement.

4.2.7 Temps de calcul

Nous avons mesuré nos temps de calcul sur le signal composé des fréquences w = {1.0;2.0; 3.0}
d’amplitude A = {1.0;1.0;1.0} Nous avons moyenné sur 20 itération le temps d’exécution de
chaque méthode pour un SNR allant de 0 a 80.

| Methode [ Temps CPU(s) |

Prony 0.179
PronyTLS 0.292
YuleWalker 0.264
Pisarenko 1.869
Root — Music 2.663
Esprit 36.267
MatrixPencil 19.265

La principale conclusion que 1'on peut tirer de ces mesures est que 1’on n’utilisera pas ces
méthodes pour les mémes objectifs. En effet, Méme si Root-Music, Esprit et surtout Matrix-
Pencil sont souvent les méthodes les plus performantes, ce sont aussi elles qui sont les plus
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cotiteuses. On ne les utilisera donc que lorsque 1'on a besoin d'une grande précision sur les
fréquences. Dans le cas contraire, les autres méthodes semblent plus adaptées.

4.3 Conclusion des expérimentations

En définitive, nos résultats montrent que se sont le nombre de fréquence, leurs espacements
et leurs localisations qui ont la plus grande influence sur la précision.

C’est la méthode Matrix-Pencil qui est la plus performante pour tous les types de signaux.
Les méthodes Root-Music et Esprit arrivent en secondes position méme si la premiere n’est
pas a privilégier pour des signaux peu bruités. Ces trois méthodes étant également les plus
coliteuses, il conviendra de réfléchir a la précision souhaitée avant de les utiliser.

En ce qui concerne les autres méthodes, elles sont toutes a peu pres équivalentes méme si
I'usage de Pisarenko est a éviter pour des signaux avec un grand nombre de fréquences (> 10).

Enfin, on remarquera que 1’on atteint jamais la borne de Cramer-Rao (qui est égale a l'erreur
théorique minimale). Cela est probablement dii aux manque d’optimisation de nos algorithmes,
trop sensibles aux erreurs de calcul numérique.

5 Conclusion

Ce projet a été effectué dans le but de comparer les différentes méthodes d’estimation de
fréquences d’un signal composé de différentes exponentielles. Nous avons vu que la méthode
par transformée de Fourier discrete, bien que tres efficace en terme de temps de calcul (grace a
'utilisation de l'algorithme de la transformée rapide) est peu précise du fait de sa faible réso-
lution fréquentielle (décomposition des fréquences sur une grille discrete).

Parmi les diverses méthodes implémentées, nous avons cherché a estimer les méthodes les
plus adaptées en fonction des différents parametres d’entrée. Nous avons ainsi remarqué que
Matrix-Pencil semble étre la méthode la plus polyvalente bien qu’ayant un fort cotit de calcul.

i L , . <
Pour conclure, il nous a semblé intéressant de comparer les résultats obtenus avec ceu
décrits dans le papier de recherche de M. Olusegun A. Aboaba, "A Review of Signal Parameter
Estimation Techniques'. Voici ci-dessous une comparaison entre ce qui y est exposé et ce que
nous avons pu observer :

—  Pour Yule-Walker, il y est précisé qu’un faible nombre d’échantillons en entrée entraine
une mauvaise reconstruction des fréquences.
Lors des tests effectués avec différents nombre d’échantillons Yule-Walker nous a paru
autant impacté que la méthode de Prony par cette différence, c’est cependant Matrix-
Pencil qui semble donner des résultats bien moins bons pour un faible échantillonnage du
signal.

— Pour Music et Pisarenko les performances d’estimations sont, selon ce papier, plus mau-
vaises que les autres méthodes pour un faible SNR. De plus, pour un faible SNR, Prony-
TLS ne permettrait alors qu’une estimation du méme ordre que Fourier.

Dans nos divers tests nous avons pu voir que pour de tres faibles SNR, les méthodes
convergent souvent vers un méme niveau de précision. Esprit, Music et Matrix-Pencil
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donnent globalement de meilleurs résultats que les autres méthodes a faible SNR. Dans
nos tests, c’est plutot a fort SNR que Music reste en retrait avec une précision stagnant
face aux autres méthodes.

— Music devrait permettre une meilleure estimation que les méthodes basées sur l’algorithme
de Prony mais échouerait lorsque les fréquences recherchées sont trop rapprochées.
Cela semble se vérifier dans les tests que nous avons effectués (Espacement des fréquences),
notamment au niveau des faibles SNR ou Music produit une meilleure estimation que la
plupart des algorithmes, cependant lorsque les fréquences sont plus rapprochées cet écart
diminue.

Enfin, dans ce document, un désavantage souvent mentionné est de devoir connaitre a
I’avance le nombre K de fréquences recherchées, qu’il nous a été en effet nécessaire d’utiliser
pour chaque méthode.
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